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Abstrak—Ekspansi multinomial memiliki beberapa penggunaan
dalam bidang matematika, seperti pada distribusi multinomial
dalam perhitungan probabilitas. Ekspansi  multinomial
merupakan perhitungan yang cukup sulit jika dilakukan dengan
operasi aljabar biasa, namun terdapat beberapa metode yang
dapat memudahkan ekspansi multinomial dengan penerapan
kombinatorial. Perhitungan koefisien ekspansi multinomial dapat
dilakukan tanpa harus melakukan perkalian aljabar ataupun
melakukan perhitungan berulang dengan ekspansi binomial,
sehingga mempersingkat dan  mempermudah  ekspansi
multinomial.

Kata kunci—Aljabar, Ekspansi multinomial, Koefisien ekspansi
multinomial, Kombinatorial.

I. PENDAHULUAN

Ekspansi multinomial memiliki banyak penerapan dalam
perhitungan, seperti menentukan persamaan  distribusi
multinomial dalam bidang probabilitas. Ekspansi multinomial
dapat dilakukan dengan beberapa cara, seperti perkalian aljabar
berulang atau dengan menghitung koefisien suku-suku hasil
ekspansi multinomial. Perhitungan koefisien suku-suku hasil
ekspansi multinomial dapat menggunakan teorema-teorema
dasar  kombinatorial.  Perhitungan  koefisien  ekspansi
multinomial juga memungkinkan perhitungan koefisien suatu
suku ekspansi multinomial tanpa harus terlebih dahulu
melakukan ekspansi secara keseluruhan.

Kasus khusus dari ekspansi multinomial adalah ekspansi
binomial (ekspansi dengan dua suku). Ekspansi binomial dapat
dijadikan sebagai dasar dalam memperluas ekspansi binomial
menjadi ekspansi multinomial. Namun penggunaan ekspansi
binomial berulang akan menjadi rumit dalam menghitung
ekspansi multinomial dengan suku banyak.

Selain memudahkan perhitungan, penerapan kombinatorial
pada perhitungan koefisien ekspansi multinomial menunjukkan
kaitan operasi penjumlahan kombinasi dan permutasi berulang.

Dalam makalah ini, penulis akan membahas dekomposisi
suku ekspansi multinomial dan penerapan kombinatorial dalam
menghitung koefisien dari suku tersebut. Selain penerapan
kombinatorial, akan dibahas juga penyederhanaan dari hasil
perhitungan koefisien dengan ekspansi binomial berulang dalam
perhitungan koefisien ekspansi multinomial.
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II. LANDASAN TEORI

A. Aljabar

Aljabar adalah cabang matematika yang mempelajari
penggunaan simbol dan operasi-operasi yang digunakan untuk
memanipulasi simbol-simbol tersebut. [1] Ekspresi aljabar
adalah ekspresi yang dibentuk dari simbol-simbol aljabar yang
digabungkan dengan operasi penjumlahan, perkalian, dan
pemangkatan bilangan rasional. [2]

B. Ekspansi Multinomial

Ekspresi aljabar yang dibentuk dari dua atau lebih suku
(simbol aljabar) disebut multinomial (atau polinomial).
Ekspansi Multinomial adalah hasil pemangkatan bilangan bulat
positif dari sebuah ekspresi multinomial. [3]

E n! n_n n,
_ k
'al a, ap",

(aq +a2+...+ak)” =
n'ny!---ny

ny,ng,...,n=0
ny+ny+...Ang=n

Gambar 1. Persamaan ekspansi multinomial
(Sumber:

https://mathworld.wolfram.com/MultinomialSeries.html,
diakses pada 11 Desember 2022)
)

C. Kombinatorial

Kombinatorial adalah cabang matematika yang mempelajari
cara berhitung atau enumerasi suatu himpunan elemen
berdasarkan relasi yang mendefinisikan hubungan satu elemen
dengan yang lain. [4] Dalam kombinatorial, terdapat beberapa
teori-teori dan kaidah dasar, yaitu:

1. Kaidah Dasar Menghitung
a. Kaidah penjumlahan (rule of sum)

Jika terdapat n(A) kemungkinan cara A
terbentuk, dan terdapat n(B)
kemungkinan cara B terbentuk, maka
banyak kemungkinan A atau B terbentuk
adalah sebanyak n(A4) + n(B) . Secara
umum, terdapat n(A4) +n(B) +n(C)
kemungkinan A atau B atau C terbentuk,
dan seterusnya.



b. Kaidah perkalian (rule of product)

Jika terdapat n(4) kemungkinan cara A
terbentuk, dan terdapat n(B)
kemungkinan cara B terbentuk, maka
banyak kemungkinan A dan B terbentuk
adalah sebanyak n(A) xn(B) . Secara
umum, terdapat n(A) x n(B) x n(C)
kemungkinan A dan B dan C terbentuk,
dan seterusnya.

2. Permutasi
Permutasi r dari n elemen adalah jumlah
kemungkinan pembentukan urutan r objek yang
berasal dari kumpulan n objek yang berbeda-beda.
Permutasi r dari n umumnya dinotasikan dengan

n!
P(n,r) = m =nn—-1)Mn-r+1)
)
3. Kombinasi
Kombinasi r dari n elemen adalah jumlah

kemungkinan pembentukan r objek yang berasal
dari kumpulan n objek yang berbeda-beda tanpa
memerhatikan urutannya. Kombinasi r dari n
umumnya dinotasikan dengan

n n!
Cln,r) = (7") = m= nmn—1)-m—-r+1)/r!

©)

4. Permutasi dengan Elemen Berulang
Jumlah kemungkinan pembentukan urutan k
kategori objek yang berbeda-beda, dengan masing-
masing kategori memiliki elemen sebanyak
ny, Ny, Ng, -, N yang berasal dari kumpulan n
objek dinotasikan dengan permutasi berulang dalam
bentuk

P(n,n) n!
ny!ny!ngl--m!  nylnylng!--ng!

(4)

P(n;ny,ny, ng, e, ny) =

yang memenuhi ny + n, + nz + -+ n, =n.

5.  Kombinasi dengan Pengulangan
Jumlah kemungkinan pembentukan r objek yang
berasal dari kumpulan n objek berbeda-beda A,
dengan pemilihan setiap objek dari A dapat
dilakukan lebih dari satu kali dinotasikan dalam

bentuk
Cn+r—1,r)=Cn+r—1n-1) =%
()
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Pernyataan tersebut juga setara dengan “jumlah
penyelesaian bilangan bulat tidak negatif dari
persamaan x; + x, + x3 + -+ x, =71.”

(5], [61, [7], [8]

D. Teorema Binomial
Teorema binomial menyatakan bahwa

Gty = (1)t

(s Qe ae (1) ()
(€)

Dan koefisien suku x%y® hasil ekspansi haruslah dalam
bentuk x™*y*, sehingga koefisien suku tersebut adalah ()

atau (7). [71, [8]

III. METODE PENERAPAN KOMBINATORIAL PADA
SUKU-SUKU EKSPANSI MULTINOMIAL

A. Dekomposisi dan Pengelompokan Suku Ekspansi
Multinomial

Ekspansi multinomial dapat dituliskan dalam bentuk
perkalian faktor-faktor sebagai

(a1 + a2 + b + ak)n
=(a+a,++a)xX((a;+a,++ay)
(n faktor)

()

Sehingga, hasil perkalian faktor-faktor pada (7) menghasilkan
ekspresi

a;a; -+ aq + <a1a1 edy e+ aga; a0 +azag e a1>

n suku n suku n suku n suku

+ alal...a3+...+a3a1...a1 +...+akak...ak
—_—— —_— —_—

n suku n suku n suku

Yang dapat dinyatakan dalam persamaan

a1a1 A a1 + a1a1 A az + A + a1a2 A a1 + a2a1 ce a1
+a1a1 e a3 + e 4 a3a1 “es al + .o 4 akak “es ak
=cqalad - af + c,at tal - ap
+czal tadal - ak + -+ cpadal - a}

®)
Dengan ¢; menyatakan koefisien dari suku ke-i.
Pengelompokan  suku  aj'ay?--a;? hasil ekspansi

merupakan bentuk permutasi dengan elemen berulang.
Koefisien suku hasil ekspansi merupakan banyak kemungkinan
pembentukan urutan k suku dengan masing-masing suku berasal
dari perkalian nq,n,, ns, -+, n, faktor. Sehingga, koefisien

ny _np Nk . . .
suku a;*a,?---a,* merupakan hasil perhitungan permutasi



P(Tl; Ny, Ny, Nz, 0, le)
Atau dalam bentuk perkalian

n!

nyIny!ng!-ony!
Yang memenuhi
n=n;+n,+nz+--+ng

Nilai tersebut kemudian dapat disulihkan menjadi koefisien-
koefisien persamaan hasil ekspansi (8), menghasilkan suku hasil
ekspansi

Yang kemudian dapat dinyatakan dalam bentuk penjumlahan
pada (1).

B. Penerapan Koefisien Binomial Berulang

Perhitungan koefisien ekspansi multinomial juga dapat
dilakukan dengan perhitungan koefisien binomial yang
dilakukan berulang kali. Sebuah multinomial m dapat
dipandang sebagai binomial yang terdiri dari suatu suku dan
suku lain yang merupakan multinomial

m=(a; +a, + -+ ay)

m = (a; + (az + ¢+ (@eey + @) )))
9)

Yang diekspansi menjadi

m = (g + (a5 + Gt @ +0,) )
(10)

Dengan multinomial (a; + (- + (ag_y + @) -++)) dari (9)
dapat disubstitusikan sebagai m, dan dengan mengulang pola
yang sama dapat dihasilkan

m = (a; + my)
my = (a, +my)
m, = (az + m3)

My—3 = (Ak—2 + My_2)
My = (A1 + a5)

Perhitungan koefisien dari suku a;*a,? -+ a,* dari ekspansi
m™ pada (10) dapat dilakukan dengan menghitung koefisien
a;'m;™™, kemudian menghitung koefisien a,?a3® -+ a,* dari
m, dengan cara yang sama
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Dengan menghitung koefisien suku ay%a;® --a,* pada
multinomial m,, m,, ms,--- koefisien diekspansi menjadi

bentuk

n n—n
n 1 n n-ni—n
ny n;
(Tl ) a™ (n - nl) a™ ((Tl —ng— n2> an3mn—n1—n2—n3>
1 2 3 3
n n; n;

Nk-1 Mk

Hingga ekspansi m,_, yang menghasilkan suku a,“7'a,

(n —Ny— Ny — nk—2> a1 gk
k-1 %
Ng-1

Karena n = n; + n, + ng + -+ + n,

(n Ny — Ny — nk—z) a1 g
k-1 Y
Ng—1
_ nk—l + nk Nkg—1 Nk
= n Ap—q A
k-1

Sehingga suku-suku yang dihasilkan dengan koefisien binomial
berulang menjadi bentuk

n nq n—mn ny Ny—q + Ny Ng—1 Nk
a4y a | -1
ny n; Ng-1

n ny (M~ T\ n, L (0 Ng—1 Nk
= a, a" Ap_q Ay
ny n; Ng—1

n n— n1 le_l + le n
— 1,M2 ., k-1 ,Mk
= < )( ) ( Ap ay" Ay Gy

nq n; Ng—1
_ n! (Tl B nl)! (nk—l + nk)! “1a“2 ank
n!(n—n)ny) (n—n; —ny)! N lmy! 1 2 k
n! (n —ny)! n—=m)! o 4, e
= vee a.ta e
n!(n—n)n,! (n —ng; —ny)! Mje—g ! My! T2 k
n! G—np! Gr——a=? . o,
= vee a.ta e
n -r—apn, | Gr—nr—n Mje—q ! My! T2 k
n! ny nz Nk

Sehingga didapatkan koefisien dari suku aj2aj® - a,* melalui

perhitungan koefisien binomial berulang adalah

n!

nqyny!ng!--ny!



IV.  CATATAN TAMBAHAN TERKAIT EKSPANSI
MULTINOMIAL DAN KAITAN PERHITUNGAN KOEFISIEN
DENGAN HASIL OPERASI PENJUMLAHAN KOMBINASI
DAN PERMUTASI

A. Jumlah Suku Ekspansi Multinomial

Jumlah suku hasil ekspansi multinomial (a; +a, + -+
a,)" dapat dihitung menggunakan kombinasi dengan
pengulangan. Salah satu alternatif merepresentasikan
penggunaan kombinasi dengan pengulangan adalah dengan
mengamati bentuk suku ca;'a,? -+ a,2. Suatu suku terbentuk
dari hasil perkalian n faktor ekspansi sehingga memenuhi
persamaan n, +n, +ns;+--+n, =n . Oleh karena itu,
diperoleh jumlah suku ekspansi multinomial dengan n sebagai
pangkat multinomial dan k sebagai jumlah suku multinomial
dapat diperoleh dengan

(n+k—1)!

Cln+k—-1k) = = DIkl

B. Kaitan Perhitungan Koefisien Multinomial dengan
Hasil Operasi Penjumlahan Kombinasi dan Permutasi

Koefisien ekspansi multinomial (a; +a, + -+ a; )"
menghasilkan suku-suku ————a’"*al? --- a, *. suatu suku
ninglngl-mny! 1 72 k

dapat dibentuk sebagai hasil penjumlahan suku-suku (a, +
a, + -+ a;)""! yang dikalikan dengan sebuah suku dari
faktor (a, + a, + -+ ay)

(Tl — 1)I (n1—1)an2 ank ‘a
(ny —Dinylm! ! 2 Tk
(n — 1! ma (o= |
nl(ny —1Dlemy! * 72 ko2
(T’l - 1)! nighz ., a(nk—l) a
nl!nzl"'(nk - 1)' 1 2 k k
n! ng nz nk
!al az see ak

nq!nyIng!l-ny

Setelah suku multinomial pada ruas Kiri dan kanan persamaan
dibuat sama, suku multinomial dapat dihilangkan dan yang
tersisa adalah penjumlahan koefisien-koefisien dalam bentuk
penjumlahan permutasi berulang

(n—1)!
(n; — Dlnytny!
(n—-1)!
nyl (ng — D! ny!
(n— 1!
nylny!e- (g — 1)!
n!

nylny!ngl--ny!
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Yang dapat dibuat ke dalam bentuk permutasi berulang

Pn—1;n, —1,ny -, 1)
+P(n—1;n,n, — 1, ,my)

+P(n;ny,ny, -, ny — 1)
= P(n; nqy,ny,ng, -, ny)

V. SIMPULAN

Penerapan kombinatorial dalam menghitung koefisien ekspansi
multinomial dapat memudahkan situasi-situasi ketika hanya
dibutuhkan sebuah suku hasil ekspansi multinomial dan juga ketika
dibutuhkan ekspansi multinomial dengan pangkat besar seperti dalam
menghitung probabilitas dengan distribusi multinom. Ekspansi
multinom juga dapat digunakan dalam menghitung ekspansi
polinomial. Penerapan kombinatorial dalam pembahasan pada bagian
sebelumnya juga menunjukkan kemungkinan representasi yang
beragam dalam mengaplikasikan kombinatorial. Selain itu, perhitungan
kaitan yang ditunjukkan perhitungan koefisien dengan hasil operasi
penjumlahan permutasi berulang merupakan hal yang tidak
diperkirakan oleh penulis sebelum membahas topik ini. Selain sebuah
persoalan dapat direpresentasikan menjadi beragam model yang dapat
diselesaikan dengan kombinatorial, beragam model kombinatorial
dapat direpresentasikan dari sebuah persoalan abstrak juga. Sebagai
catatan tambahan, perhitungan koefisien multinomial dengan
kombinatorial dapat menghasilkan model Segitiga Pascal secara umum
sebagaimana ekspansi multinomial merupakan model ekspansi
binomial secara umum.
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